Solutions - TD Feuille 1 - Expressions rationnelles et
automates finis

18 janvier 2024

Solution de I'exercice 1 :

1. (a) Par définition, un mot w du langage de (a + ba)* est un mot w = wiws ... w, de
(a + ba)™ pour un certain entier n. On note que puisque w; est dans le langage de
a+ba, on a que |w;| > 1, donc |w| = > |w;| > n. Ainsi, il suffit d’énumeérer les
mots de taille au plus 4 des langages décrits par (a + ba)™ pour n < 4, que l'on
calcule par récurrence ((a + ba)" ™! = (a + ba)"(a + ba)).

Mots de longueurs O : €;

Mots de longueurs 1 : a;

Mots de longueurs 2 : aa, ba;

Mots de longueurs 3 : aaa, aba, baa;

Mots de longueurs 4 : aaaa, aaba, abaa, baba, baaa.

(b) Un mot w de taille au plus 4 dans le langage de 'expression s’écrit w = aua ot u
est de taille au plus 2 dans le langage de (aa+b(ab)*a)*. Par le méme raisonnement
que précédemment, on trouve que u vaut forcément €, aa ou ba, d’ou le résultat.
Mots de longueurs 0 : aucun;

Mots de longueurs 1 : aucun;
Mots de longueurs 2 : aa;

Mots de longueurs 3 : aucun;
Mots de longueurs 4 : aaaa, abaa.

2. Soit w un mot de L*. Par définition, w s’écrit wiws ... w, avec w; dans L et n > 0. Par
hypothése, les mots de L sont de longueur paire, donc on a que |w;| = 2k; pour un certain
entier k;. On calcule alors la longueur de w comme |w| = Y"1 |w;| = 2 x D7 k;, ce
qui montre que w est aussi de longueur paire, prouvant la proposition : la classe des
langages dont la longueur des mots est paire est fermée par étoile de Kleene.

De la méme maniére, on prouve facilement qu’elle est fermée par union, concaténation
et encadrement (concaténer une lettre au début et a la fin de chaque mot (augmente
la longueur de chaque mot de 2, donc ne change pas sa parité)). Montrons alors le cas

particulier :
ab ne contient que le mot ab, qui est de taille paire
= (ab)* aussi par étoile de Kleene
= b(ab)*a aussi par encadrement
= aa + b(ab)*a aussi par union
= (aa + b(ab)*a)* aussi par étoile de Kleene
= a(aa + b(ab)*a)*a aussi par encadrement



3. L’expression (a + ba)* décrit seulement des mots qui ne contiennent pas le facteur bb,
mais pas tous : par exemple, b ¢ L((a + ba)*).

Solution de I'exercice 2 :
1. a*b*

. (b+ ab*a)*

. b*(a(bb)*)*b*

(a+0b)*ba

. (b+ab)*(a+e€)
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Solution de I'exercice 3 :
Automate & gauche : A;, automate a droite As.

Pour connaitre les mots en dessous d’une certaine taille donnée acceptés par un automate,
il suffit de les simuler sur I'automate en gardant trace des états dans lesquels leur simulation
termine, permettant de les calculer par récurrence sur le mot. Par exemple, dans le cas de Aj,
si la simulation du mot ab termine sur ’état 3, alors comme il y a une transition (3, a,3) on
a que la simulation de aba termine en I'état 3.
On recense les résultats sur A; dans le tableau suivant :
Etat | Mots y accédant de taille au plus 3

1| e
2| a
3 | ab, aba, abb

4 | b, aa, ba, aaa, baa
Le seul état acceptant est I’état 4, donc les mots de taille au plus 3 acceptés par I’automate
sont ceux de la derniére ligne, a savoir b, aa, ba, aaa et baa.
De méme, pour 'automate Az, on a les résultats suivants :
Etat | Mots y accédant de taille au plus 3
1| €, a, aa, aaa, bba

21 bb
3 | bba
410b

Les états acceptants sont les états 1 et 2, donc les mots de taille au plus 3 acceptés sont
ceux des lignes 1 et 2, soient €, a, aa, aaa, bba et bb.

Solution de I'exercice 4 :

1. Vrai. On procéde par double inclusion.
Soit w un mot de L. Alors par définition, w s’écrit wy ... w, ot n > 1 et w; € L. Par
conséquent, on peut réécrire w en wi(ws ... wy) (n est plus grand que 1). Par définition
de I'étoile, wy ... w, est dans L*, donc w est bien dans LL*. Chacune des implications
du raisonnement étant une équivalence, on a donc L™ = LL*.

2. Faux. Prenons L = {e}, LL* = {e} # 0 = L* \ {€}.

3. Vrai. On procéde par double inclusion. La premiére inclusion € + LL* C L* est évidente,
montrons ’autre sens.



Soit w un mot de L*. Alors par définition, w s’écrit wy...w, ou n > 0 et w; € L. Si
n =0 alors w = ¢, et si n > 1 alors w est par définition dans L™, que 'on a montré
comme étant égal & LL*, ce qui termine la preuve.

Vrai.

Montrons 1’égalité :

e (KL)'K
=
w = (kily - kply)kns1 avec ki, ... knp1 € K et ly,... I, € L
<~
w=ki(liky - lpknt1)
=
w € K(LK)*

Solution de lI'exercice 5 :

1.

Expression réguliére : (a + b+ ¢)*.
Automate :

E@L

Expression réguliére : (a +b+c)t =(a+b+c)A

Automate :

Expression réguliére : (a + ¢)*
Automate :

Expression réguliére : (b+ ¢)*(a +€)(b+¢)*
Automate :

b,c
QQ

Expression réguliére : (b+ ¢)*a(a + b+ c)*.
Automate :



10.

Expression réguliére :

Automate :

. Expression réguliére :

Automate :

Expression réguliére :

Automate :

Expression réguliére :

Automate :

Expression réguliére :

Automate :

b
((a+b+c)(a+b+c))*
a,b,c
O 2
a,b,c
ab(a +b+c)*.
a,b,c
—O—D) b@%
(a+b+c)*a.
b,c a
‘ : ‘
O,
b, c
A*cA*abA* + A*abA*cA*.
a,b,c
% (1/
a,b,c a,b,C



11. Expression réguliére b*a*c K, ot K est ’expression décrivant les mots qui ne contiennent
pas le facteur ab :

K=+ ((ae)(b+c)) a’

Automate :
b b,C a
a
-G -
—
a c
a/c

12. Soit w = a1 ---ay, a; € A.
Expression réguliére : ay - as - - - ay.
Automate :

ai

az as Qn

—(0) €) R (n)—

(1)
@D

Solution de I'exercice 6 :

On fixe z = x1-- -z, o0 T1,...,T, sont des lettres dans A. On va construire un automate
déterministe & n + 1 états qui reconnait L = A*z.

On commence par donner ’ensemble d’états de I’automate, puis on va construire petit a
petit les transitions. On fixe @ = {qo,...,qn}, I = {qo} et F' = {¢,}. De plus pour tout entier
i €{1,...,n} on ajoute une transition (¢;_1,x;) — ¢;. Pour I'instant notre automate est bien
deterministe et reconnait le langage {}. On peut le dessiner de la fagon suivante :

€3 T,

(@) () I SN R

On va maintenant ajouter des transitions pour que ’automate reconnaisse le langage L =
A*x. Considérons les langages Ky, ..., K, définis de la fagon suivante : K; = A*x - - - x; pour
tout entier i € {0,...,n}. Notons que K, est le langage L. Enfin on fixe Ly, ..., L, les langages
définis comme suit : L, = K, = L et pour tout i € {0,n — 1}, L; = K; \ (K;41 U---UK,).

Commengcons par faire deux observations : 1) pour tout i # j, L;NL; = 0, 2) LyU---UL,, =
A*. Tl en découle que tout mot w appartient & un et un seul langage L; : par définition il s’agit
du L; pour le plus grand i tel que x7 - - - x; est un suffixe de w.

Notre but est de compléter les transitions de notre automate pour que le langage reconnu
dans l'état ¢; soit L; pour tout i € {0,...,n}. On commence par donner la liste des transitions
& ajouter puis on prouve que 'automate construit ainsi vérifie bien cette propriété.

Pour tout 4,j € {0,...,n} et a € A tel que a # z;41, on ajoute la transition (¢;,a) = g;
a I’ensemble de transitions de notre automate si et seulement si le mot x; - - - x;a appartient
au langage L;. Observons qu’il existe toujours un unique langage L; tel que xq---x;a € Lj.
Donc on n’ajoute qu'une unique transition partant de ¢; et étiquetée par a pour chaque couple

(gi, ).

I T2

a1)
@



La construction de 'automate A est maintenant finie. Par construction, A est bien déter-
ministe, il est méme complet (c’est a dire que pour tout mot w le calcul de A sur w arrive
dans un et un seul état). Il nous reste & montrer que A accepte bien le langage L.

Soit w un mot, puisque A est déterministe et complet, il existe un unique état ¢; tel que
le calcul sur w arrive en ¢;. On prouve par induction sur la longueur de w que w € L;.

Siw =€, alors ¢; = qo et € € Ly. On suppose le résultat vrai pour les mots de longueur
k. Soit w de longueur k + 1. On a w = w'a avec w’ un mot de longueur k et a € A. Soit
gy Vétat dans lequel arrive le calcul sur w’, par définition des transitions on en déduit que
z1---xpa € L; C K;. Par hypothése d’induction, on a w’ € Lj, donc w’ a pour suffixe
x1---xy et w a pour suffixe x1---xya : w € K;. On veut montrer que w € L;, pour cela on
doit montrer que w ¢ K; pour j > 7. Procédons par I’absurde et supposons qu’il existe j > 4
tel que w € K, donc v’ € Kj_1. Puisque w’ € Ly, on a4 > j —1, donc z1---xy € Kj_;
et x1---xya € K; ce qui est impossible étant donné que x1---xya € L; et par définition,
puisque j >, L; N K; = (). On en déduit donc que w € L;.

En appliquant le résultat a I’etat final ¢, on obtient que les mots acceptés par I’automate
sont exactement les mots de L.



