Solutions - TD Feuille 2 - Automates finis
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Solution de I'exercice 1 :
L’automate A; a pour définition :

(1
(1
Ar=1Q={1,2,3,4}, ¢=1F={34}, §: g
(3
(3

L’automate As a pour définition :

(1
(1
As = Q:{17273a4}3 g =1, F:{l’Q}’ 9: g;
3
(4

Solution de I'exercice 2 :
Les automates As et A4 sont dessinés ci-dessous :

., &Cﬁ

FIGURE 1 — Automate A3
FIGURE 2 — Automate Ay



Solution de lI'exercice 3 :

1. (a) Automate A; :
i. Il n’est pas complet, pour le compléter on ajoute un état 5 (état “puits”, non
terminal!) et les transitions :

(4,b) =5
(5,a) =5
(5,b) =5

On obtient ainsi 'automate :

ii. Il est déterministe car il a un seul état initial et pour tout état ¢ € @), pour
toute lettre a € A, il y a au plus une transition étiquetée par a ayant origine
en q.
iii. Plus court mot accepté : b, ayant pour calcul acceptant 1 Loy
(b) Automate A; :
i. Il n’est pas complet, pour le compléter on ajoute un état 5 (état “puits”, non
terminal!) et les transitions :

On obtient ainsi 'automate :

ii. Il n’est pas déterministe car (2,a) — 1 et aussi (2,a) — 3.



iii. Plus court mot accepté : €, ayant pour calcul acceptant : 1.
(c) Automate As :

i. Il n’est pas complet, pour le compléter on ajoute un état 4 (état “puits”, non
terminal!) et les transitions :

On obtient ainsi 'automate :

ii. Il est déterministe (voir définition ci-dessus, pour A;).
iii. Plus courts mots acceptés : a, ayant pour calcul accaptant 1 — 2, et b ayant
pour calcul acceptant 1 59

(d) Automate A4 : on peut remarquer qu’il posséde un état qui n’est pas accessible
depuis I’état initial, cet état 3 ne donne aucune contribution. L’automate obtenu
en l’éliminant (ainsi qu’en éliminant la transition (3,a) — 3), reconnait le méme
langage.

i. Il est déterministe (voir définition ci-dessus, pour A;).

ii. Il n’est pas complet, pour le compléter on ajoute un état 4 (état “puits”, non
terminal!) et les transitions :

(2,a) — 4

~— —




iii. Plus court mot accepté : e.
(e) Automate As :
i. Il est complet.
ii. Il est déterministe.
iii. Plus court mot accepté : e.
(f) Automate Ag :

i. Il n’est pas complet, pour le compléter on ajoute un état 2 (état “puits”, non
terminal!) et les transitions :

On obtient ainsi ’automate :

ii. Il est déterministe.
iii. Plus court mot accepté : e.
2. L’automate As est tel que, pour le mot bbab, il y a deux chemins :
e un chemin » 1 %54%92% 154, qui se termine dans un état non terminal
e un chemin — 1 %4 %2 %35%1 qui se termine dans un état terminal.

3. Pour chacun de ces automates, on a déja construit un automate déterministe complet
qui accepte le méme langage. Il suffit donc d’inverser les états terminaux avec les états
non-terminaux dans ces automates déterministes complets.

(a) Automate qui accepte le complémentaire du langage de 'automate Ajg :




(b) Automate qui accepte le complémentaire du langage de 'automate Ay :

a a
b

0 J 0

c.@g
b

b

(c) Automate qui accepte le complémentaire du langage de 'automate As :

b
a Q C
\@’
Cet automate n’a pas d’état terminal : il accepte le langage vide : ()

(d) Automate qui accepte le complémentaire du langage de 'automate Ag :

b ¢ b ¢
a/

a

aéc

b

Solution de I'exercice 4 :

1. Vrai, pour tout i > 0 et pour tout w € L on a w® € L*. Donc {w’ | i > 0etw € L} C
Ui>o L. Or la définition de L* est L* = Ui>o L.

. Faux. Contrexemple : si L = {a,b} on a ab € L* mais il n’existe pas d’entier i > 0 tel
que ab = a' ou ab = b".

. Vrai. On prouve la double inclusion. Commencons par supposer que u € {w® | i >
0 et w € L*}, on doit montrer que u € L*. On sait qu’il existe i > 0 et w € L* tels que

u = w'. Puisque w € L*, il existe des mots wy,...,w, € L tels que w = wy ... wy. Mais
alors w! = wy ... W Wy ... W ... Wwi...w, € L* donc w' € L*.
—_—— ——— ——
1 2 i

Supposons maintenant que v € L*, on doit prouver que u € {wi |i>0etw e L*}.
Prenons i =1 et w =u € L*, on a bien v = w" donc u € {w" | i > 0 et w € L*} ce qui
termine la preuve.

Solution de I'exercice 5 :

Remarque : il est parfois plus simple de construire 'automate et ensuite appliquer Arden

pour produire une expression rationnelle (voir question 3).

1. Expression réguliére : a(b(a + b)*ab + a(a + (a + b)*aa))(a + b)*

Automate :



2. L’automate suivant prend en compte la parité des ’a’ et des b’ de chaque préfixe du mot
& analyser :

Mais si les mots reconnus doivent avoir les nombres de ’a’ et de 'b’ de méme parité, ils
ont forcement une longueur paire, car aussi bien la somme de deux nombres pairs que de
deux nombres impairs est un nombre pair. L’expression réguliére est donc ((a+b)(a+b))*.
L’automate suivant reconnait le méme langage que ’automate a quatre états précédent :

b

@6@

b

3. Expression : (aaa)*(b* (ab* + ab*ab*) + abt (ab* + €) + aab™ (ab*ab* + €))(ab*ab*ab*)*

Automate :

a
b
a/%a
i“b
a\lja

a

On voit que cet automate est correcte en établissant (et démontrant) les invariants
suivants :
— Les mots w tq. 0 — i avec i € {0,1,2} sont exactement les mots de la forme

w = a**** pour un k > 0.



— Les mots w tq. 0 —» i avec i € {3,4,5} sont exactement les mots qui ont au moins
un b et la projection sur {a} est a®**%, pour un k > 0.

Les invariants se montrent par induction sur la longueur du mot w.

On peut également reconnaitre la construction de I'automate produit, qui reconnait

I'intersection du langage des mots contenant un b avec le langage des mots dont le

nombre de a n’est pas un multiple de 3.

Un exemple d’application du lemme d’Arden : Pour I'automate on a les équations de

langages suivantes (avec X; le langage des mots étiquetant un chemin de 'état ¢ & un

état acceptant de 'automate) :

Xo = aX;+0bX;3 (1)
X1 = aXo+bXy (2)
X = aXy+bX5y (3)
X3 = aXy+bXs (4)
Xy = aXs+bXy+e (5)
X5 = aXz+bXs+e (6)

On applique Arden a l'équation (6) avec U = b et V = aXs3 + € et on obtient X5 =
b*(aXs3 +€) = b*aX3 + b*.
On réecrit 'équation (5) :

Xy =a(b*aX3+b") +bXs+e=0bXy+ (ab*aXs3 + ab* + ¢)

On applique Arden a l'équation (5’) avec U = b, V' = ab*aXs + ab® + € et on obtient
Xy =b*(ab*aX3 + ab* + €) = b*ab*a X3 + b*ab* + b*.
On réecrit 'équation (4) :

X3 =0X3+a(b*abaXs + b*ab* 4+ b*) = (b + ab*ab*a) X3 + ab*ab® + ab*

On applique Arden a l’équation (4’) avec U = b+ ab*ab*a et V = ab*ab* + ab* et on
obtient X3 = (b + ab*ab*a)*(ab*ab* + ab*).
Etc, jusqu’a ce qu’on obtient Xy :

Xo = aX1+bX3 = a(aX24+bX,)+bX3 = aaXo+abX4+bX3 = aa(aXo+bX5)+abX4+bX3 = aaaXp+(aa

Avec une derniére application d’Arden on obtient 'expression finale (ot on ne recopie
plus les expressions de X3, X4, X5) :

Xo = (aaa)*(aabXs + abXy + bX3)

Solution de I'exercice 6 :
On commence par donner ’expression réguliére. Pour simplifier, on réutilise le langage L3
de 'exercice précédent :

(a+b)"(c(Lsc + (aa)"c)"(a +b)" +¢)

On donne maintenant ’automate. Pour simplifier le schéma on donne une version non-
déterministe :



Solution de |'exercice 7 :
1. On a (ab)*W{c} = (ab)*c(ab)* + (ab)*acb(ab)*.

2. Par hypotheése, on dispose d’un automate Ax = (A, Q, Qo, Fx,dr) qui accepte K et
d’un automate Ay, = (A, R, Ry, F,01) qui accepte L. En utilisant ces deux automates,
on construit 'automate Ax 1 = (A4, S, Sy, F, ) de la fagon suivante :

— S=Q xR.
fS():QUXRo.
— I = Fg x Fy,.

{(q,7) == (¢'s7) | (¢ == ¢) € 5k et 7 € R} U
{(a,r) == (¢, ") | (r ==1") €dp et € Q}
On peut vérifier Ag 1, accepte bien le langage K LU L.

5=

Solution de I'exercice 8 :

1. On a C(abab) = {abab,baba}, C(a*b*) = a*b*a* + b*a*b* et C({a™" | n > 0}) =
{a'b"a’ | n =i+ U {ba™ |n=1i+j}.

2. Par hypothése, on dispose d'un automate Az, = (A4, Q, Qo, Qf,d) qui accepte L. On veut
construire un automate qui accepte C'(L).
Pour tout ¢ € @, on construit les deux automates suivants :
— Ago = (A,0Q,{q},Qy, ) dont on note le langage L ;.
— Agr = (A,Q,Qo,{q},d) dont on note le langage Ly ;.
On peut vérifier que C'(L) = UgeqLq,0 - Lq,r- Puisque les langages réguliers sont clos par
concaténation et union, on peut donc construire un automate qui accepte C'(L) & partir
des automates Ay at Ag f.



