Solution - TD 4 - Cloture des langages reconnaissables,
expressions régulieres

Licence 3 - Université de Bordeaux

Solution de I'exercice 1 :

1. On donne un automate équivalent sans e-transitions a Aj :




2. On construit un automate pour L(A;) U L(Ag) :

FIGURE 1 — Automate pour L(A;) U L(As)

On calcule Pautomate produit pour L(A;) N L(Asg) :
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FIGURE 2 — Automate pour L(A;) N L(A3)

Pour L(A;) e L(Az), on commence par faire une version avec e-transitions :

FIGURE 3 — Automate pour L(A;) e L(A2) (avec e-transitions)



On élimine ensuite les e-transitions :

FIGURE 4 — Automate pour L(A;) e L(A3) (sans e-transitions)

On fait de méme pour (L(A2))?, on commence par faire une version avec e-transitions :

FIGURE 5 — Automate pour (L(Az))? (avec e-transitions)

On élimine ensuite les e-transitions :

FIGURE 6 — Automate pour (L(A2))? (sans e-transitions)



Pour (L(.A2))*, on commence par faire une version avec e-transitions :

FIGURE 7 — Automate pour (L(A3))* (avec e-transitions)

On élimine ensuite les e-transitions (et 1'état 4 qui devient inaccessible) :

FIGURE 8 — Automate pour (L(As2))* (sans e-transitions)

Pour L(A;) \ L(A3), on doit construire un automate pour le complémentaire de A puis
en faire I'intersection avec A;. On commence par déterminiser et compléter A, :

FIGURE 9 — Automate déterministe complet pour L(.A3)



On en déduit un automate pour (a + b)* \ L(Asg) :

FIGURE 10 — Automate (déterministe complet) pour (a + b)* \ L(As2)

Il nous reste maintenant a faire 'intersection avec Ay pour avoir L(A;) \ L(A2)
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FIGURE 11 — Automate pour L(A;1) \ L(A3)

Solution de I'exercice 2 :

On considére un automate A et Pautomate A’ obtenu en éliminant les e-transitions de A.
On montre que L(A) = L(A").

Pour cela il faut montrer deux directions : si on a un chemin acceptant un mot u dans A,
alors on en a un acceptant u dans A’, et vice-versa.

(=) Supposons plus généralement qu’il existe un chemin 7 étiqueté par u dans A allant
d’un état ¢ & un état final ¢’. On montre par induction sur la longueur de u qu’il existe aussi
un chemin 7’ étiqueté par u dans A’ allant de q a ¢'.

Si u = €, alors, par construction, ¢ est final dans A’. Le chemin 7" est le chemin vide.

Siu=av, alors pi : ¢ ., p->q.

Par induction on sait qu’il existe un chemin 7" de p & ¢’ dans A’, étiqueté par v. Par
construction de A’ on a aussi la transition ¢ — p. Le chemin 7 est donc ¢ = p; 7.

(<) Supposons qu'il existe un chemin 7/ = ¢ %5 q1 2 ¢o... 2% ¢/ dans A’ étiqueté par
U=ai...ay,.

Par construction, il existe des chemins g;_1 —+—» ¢; dans A, pour tout i = 1,...,n (en
posant qo = ¢, ¢, = ¢'). En mettant tous ces chemins ensemble, on obtient un chemin dans A
qui est étiqueté par wu.

Solution de I'exercice 3 :
L’automate déterminisé :



Cet automate est minimal (aprés I’avoir complété) car :
— le mot bb distingue les états 1 et 2;

— le mot b distingue 1 (et 2) de {1, 3}, {1,4}, {2,4};
— le mot bb distingue {1,3} de {2,4};

— le mot bbb distingue {1,3} de {1,4};

— le mot bb distingue {1,4} de {2,4}.

Solution de I'exercice 4 :
L’automate déterminisé a 8 états : 1,{1,2},{1,3},{1,2,4},{1,2,3},{1,3,5},{1,2,4,5},{1,2,3,5}.

Solution de I'exercice 5 :
On donne les résiduels pour chaque langage. On commence par L; = a*b* qui a trois

résiduels :
(6)~'L1 = L1 = Ry
a 'Ry = a*b* = Ry
b 1Ry =b" =R,
(ba)'Li=a"'R1 =0 =Ry
bRy =b* =Ry

Soit w un mot :
— Siw € a* alors w™!L; = L; = a*b*. Par exemple (aa)"'L; = a*b*.
— Siw ¢ a* et w € a*b* alors w™ L = b*. Par exemple (ab)"'L; = b*.
— Sinon (si w € (a + b)*ba(a + b)*) alors w™1L; = 0.



L’automate minimal de a*b* a trois états, correspondant aux 3 résiduels :
a b a, b

S, S

On passe maintenant & Lo = a*b+b*a. Ce second langage posséde 7 résiduels, Ry, ..., Rg :
(€)7'Ly =Ly = Ry
a'Ry=a*b+e=R;

b 'Ry =e+ba= Ry

(aa)™ 1L2 =a 'Ry =a'b=Rs
(ab) 'Ly =b"'1Ry =e= Ry
(ba) Ly =a'Ry=e= Ry
(bb) 1Ly = b7 1Ry = b*a = Rj
(aaa) 'Ly =a 'Ry = a*b= Ry
(aab)~ Ly = b~ 1R3 =e= Ry
(
(
(
(

N

aba) 1Ly = =0=Rs
abb) 1Ly = b~ 1R4 =0=Rs
bba) 'Ly =a"'Rs=¢= Ry
bbb) 1Ly = b1 R5 = b*a = Rj

L’automate minimal de Ly (sans I’état puits 6, qui correspond & Rg) :
a

—(0) a

Solution de lI'exercice 6 :



1.

2.

On donne un automate non déterministe a n états pour L, :

a,b
a a
b b

On montre qu’il n’existe pas d’automate déterministe ayant moins de 27~ ! états qui
accepte le langage L,. On va donc montrer que 'automate minimal pour L, a plus de
271 ¢états. On rappelle que chaque état de ’automate minimal correspond & un résiduel
du langage. Il nous suffit donc de montrer que L,, posséde au moins 2"~ ! résiduels.
Observons tout d’abord que L,, est le langage des mots dont la (n — 1)-éme lettre en
partant de la droite est un a.

Considérons I'ensemble {1,2,...,n — 1}, a chaque sous-ensemble E C {1,2,...,n — 1}
on associe un mot wg de la fagon suivante :

— wg an — 1 lettres.

— si ¢ € F alors la i-éme lettre de wg en partant de la droite est un a.

— sii ¢ E alors la i-éme lettre de wg en partant de la droite est un b.

Par exemple wyyy = " 2q et Wia 1} = ab™ %ab. On va montrer que si E # E' alors
tout automate déterministe qui accepte L,, ne peut pas arriver dans le méme état aprés
avoir lu wg et wgr, respectivement. Autrement dit, les résiduels (wg) 'L, et (wg) 1Ly,
sont différents.

Si E # E’ alors il existe forcément i € {1,2,...,n} tel que i € E et i € E’ ou tel que
1€ E' et i € E. Les deux cas étant symetriques, on suppose qu’on est dans le premier.
Par définition, wg contient un a a la i-éme position en partant de la droite et wgs contient
un b & la i-éme position en partant de la droite. Il en découle que wga™ =% € L, et
wga™ 17t € L, donc a1 € (wg) "L, et a1 & (wp) " L,. On en déduit que
(wE)_an # (wE/)_an'

Donc L, a au moins autant de résiduels qu’il y a de sous-ensembles E C {1,2,...,n—1},
c’est-a-dire 2"~ 1. Ca implique que tout automate déterministe qui accepte L,, a au moins
2n—1 états.

Solution de lI'exercice 7 :

1.

Soit L un langage fini, disons L = {w1,...,wp}.
On peut remarquer que pour tout mot u qui n’est pas un préfixe d’'un mot de L on a
uw L = 0.
Donc le nombre de résiduels de L est au maximum le nombre de préfixes de mots de L,
donc au plus |wyi| + -+ + |wyp| + 1 (+1 & cause du préfixe e).
2. On applique la contre-posée du lemme de pompage.
Soit N > 0 quelconque.
— Nous choisissons z = a™Vba” . Le mot z appartient & L et est de longueur > N.
— Soit & = uvw une décomposition quelconque de x telle que v # € et |uv| < N.
Cela entraine que u = a’, v = @’ et w = o’V "Tba’N avec j # 0.
— Nous choisissons k& = 0 et observons que

wv’w = a' " ey = oV IbaY ¢ L



On a donc appliqué avec succés la contre-posée du lemme de pompage, ce qui entraine
que L n’est pas régulier.



